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УДК 531 
Алексеев А.В., Дорошин А.В., Ерёменко А.В., Крикунов М.М., Недовесов М.О. 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ СОСТАВНОГО КОСМИЧЕСКОГО 
АППАРАТА С ВНУТРЕННИМ ПОДВИЖНЫМ УСТРОЙСТВОМ 
Механическая и математическая модели 
Рассмотрим механическую структуру составного (двутельного) космического 
аппарата (КА) со взаимосвязями и внутренними степенями свободы, приведённую 
на рис. 1.  
 
Рис. 1. Структура КА с внутренними степенями свободы: 1 – корпус космического 
аппарата (несущее тело), тело 2 – подвижное устройство в кардановом подвесе 
 
Введем следующую группу систем координат: 
– СКАXKAYKAZKA – система координат, начало которой совпадает с центром масс 
составного КА, а оси параллельны главным центральным осям инерции корпуса 
(несущего тела) космического аппарата; 
– САXAYAZA – система координат, начало которой совпадает с центром масс 
несущего тела, а оси являются главными центральными осями инерции несущего тела; 
– OKXKYKZK – cистема координат, начало которой совпадает с неподвижной 
точкой карданова подвеса, оси которой остаются параллельными осям главными 
центральными осями инерции несущего тела; 
– CtXtYtZt – система координат, начало которой совпадает с центром масс 
подвижного устройства, а оси являются главными центральными осями инерции 
подвижного оборудования. 
Рассмотрим движение составного КА в системе координат СКАXKAYKAZKA, 
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которую будем именовать основной. Определим положения центров масс частей 
космического аппарата в основной системе координат (рис. 1). Для центра масс 









r ,     (1) 
где 2r  и 2m  – радиус-вектор центра масс и масса подвижного оборудования, 1r  и 1m  – 
радиус вектор центра масс и масса несущего тела, cr  – радиус вектор центра масс всего 
составного КА. 










r tk1akc ,    (2) 
где 1A  – матрица перехода от системы координат CtXtYtZt к системе 
координат САXAYAZA 
Запишем выражения для определения радиус вектора центра масс несущего тела в 
основной системе координат СКАXKAYKAZKA: 
cak1 rCOr  .     (3) 
Радиус вектор центра масс подвижного оборудования для удобства дальнейших 
вычислений запишем в его собственной системе координат CtXtYtZt: 
c2tk2 rACOr  ,     (4) 
где 2A  – матрица перехода от системы координат САXAYAZA к системе 
координат CtXtYtZt, 
Запишем выражение кинетических моментов частей составного КА относительно 



















rωrωIK ,    (5) 
где ],,[ iii CBAdiagiI  – тензор инерции, iω  – вектор угловой скорости, i=1, 2 – номер 
части составного КА.  
Тогда компоненты угловых скоростей частей составного КА, при выбранной 
последовательности поворотов X Y Z  , определяются следующими 
кинематическими уравнениями: 
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   (6) 
где iii rqp ,,  – проекции угловой скорости iω на оси системы координат CAXAYAZA при i=1 
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и на систему координат CtXtYtZt при i =2; iii  ,,  – углы Крылова. 























.   (7) 
Для нахождения оставшихся трёх уравнений движения составного КА, 
описывающих внутренние степени свободы, найдём кинетическую энергию системы и 
запишем уравнение Лагранжа второго рода: 
 22212211 VVωKωK 212
1
mmT  ,   (8) 
где T  – полная кинетическая энергия механической системы. 
Так как на механическую систему не действуют потенциальные силы уравнение 













,    (9) 
где i  – обобщённые координаты, i  – обобщённые скорости механической системы. 
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   (10) 
Результаты численного моделирования 
Полученные уравнения (10) в полной мере позволяют осуществлять численное 
моделирование и последующий синтез динамики КА с подвесным устройством (ПУ). 
Структура уравнений (10) является линейной по отношению к производным, что 
позволяет записать динамические уравнения в явном разрешенном виде, готовом для 
интегрирования совместно с двумя группами кинематических уравнений. 
Стоит отметить, что контроль полученных результатов интегрирования уравнений 
динамики КА осуществлялся с помощью проверок сохранения естественных интегралов 
движения (сохранение кинетического момента и сохранение кинетической энергии при 
свободном движении): 
T const , cK const . 
Принимались следующие начальные условия и параметры составного КА: 
m1=400 [кг], m2=20 [кг]; моменты инерции КА: А1=В1=1500 [кг*м2], С1=750 [кг*м2]; 
моменты инерции ПУ: А2=В2=100 [кг*м2], С2=50 [кг*м2]; начальные значения угловых 
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скоростей КА: p1=q1=r1=0,03 [рад/с]; начальные значения углов КА: α1=β1=γ1=0 [рад]; 
начальные значения угловых скоростей ПУ: p1=q1=r1=0 [рад/с]; начальные значения 
углов ПУ: α1=β1=γ1=0 [рад]; время интегрирования 500 [с].  
Результаты моделирования приведены на рис. 2-7. 
 
Рис. 2. Зависимость угла α1 корпуса КА от времени 
 
Рис. 3. Зависимость угла β1 корпуса КА от времени 
 
Рис. 4. Зависимость угла γ1 корпуса КА от времени 
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Рис. 5. Зависимость угла α2 ПУ от времени 
 
 
Рис. 6. Зависимость угла β2 ПУ от времени 
 




Как видно из графиков, динамика движения несущего тела близка к динамике 
движения свободного твёрдого тела. Подвижное устройство совершает угловое движение 
внутри рамок карданова подвеса без ограничений на параметры движения. Отклонения 
подвижного оборудования по углам α2 и β2 не превышают 0,3 [рад].  
Для обеспечения динамики движения механической системы с адекватными 
технической задаче параметрами движения (углы и угловые скорости ПУ) целесообразно 
выбрать параметры КА, обеспечивающие его симметричность.  
Полученные в работе модели и численные оценки для динамических параметров 
будут полезны в рамках разработки КА новых поколений, содержащих в своем составе 
подвижные полифункциональные рабочие элементы. 
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